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MATHEMATIQUES

Fiche 2 — Dérivation
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INTRODUCTION

Les notions de nombre dérivé et de fonction dérordaléja été abordées dans les classes antérieures
Néanmoins, un rappel est toujours utile pour bemmrendre la définition de nombre dérivé a draité e
gauche, la dérivée d’'une fonction composée, lag@Es successives et autres nouveautés.

I- Définition du nombre dérivé

Le taux de variation (ou taux d’accroissement)adfohction f en a est :

fle + k) — fla)
ft

= t(h)

En posant,e + 2= x , on a@ = t{h)

x

flal—fla)
bl 4

Silit, g existe, f est dérivable en a.

Cette limite est notéf (&) ; c ‘est le nombre deérive def en a.

lI- Tangente a une courbe

La tangente en A (a,b) & la courbe C, représeptdidf : c’est la droite passant par A, de coefice
directeurf'{a) . Une équation de la tangente en A ¢ = filallx — el + fila)

lll- L’approximation affine

Il existe un nombre réélet une fonctior définie sur un intervalle J telle que pour toutexJ,

(1) flx) = fla) +ilx — o)+ (x —a)elx) aver lim,,, slx) =10 On noté= f'{a)

En posantx — & = &, on a la fonctiork — f(a) + Ik estlapproximation affinede la fonction
h ~ fa + k) au voisinage de 0. Pour h proche d¢i@, + k) & fla) + ik

On peut retrouver et retenir quelques approximatadfines de fonctions usuelles au voisinage de 0

1
Fonctions Boes (1 + R R (14 R)d R Aoyl +h
— :
Approximations hes 1+ 2R hes 1+ 3R e l—h | hel4-h
affines en 0 2
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Pour retrouver ces approximations, on utilise lagn (1).
Ainsi, pour fix) = (1 + mZonall+ k) =1+ 2h+ k0O, fl0) = 1. —
Donc, on retrouve I'équation (1) avée Z etx —a = i

limh =0 lim=slx) =10
x—F x—+

IV- Définition d’'une fonction dérivable

Si f est une fonction définie sur un intervalle 3ieen chaque point de J, f admet un nombre égaitors f
estdérivable sur.J

De méme, la fonction qui a chaqugde J associe le nombre dérivé de f gast la fonction dérivée, on la
note f'.

Le tableau suivant récapitule les dérivées dedifameusuelles :

. Ensemble de Ensemble de . L,
Fonctions o , . e, Fonctions dérivées
définition dérivabilité
Xk Réel Réel X0
XX Réel Réel xeel
x - xe Réel Réel X 2x
X+ xd Réel Réel x — 3x’
x = x? run naturel = 0 Réel Réel x = nxtl
1 i ] -1
X 3 Réel non nul Réel non nul X )
X x® Réel non nul Réel non nul x - —pa (1)
1
x - 4fx Réel positif Réel non nul positif X —2\,-—
X
X osinx Réel Réel X COSX
X CcO5% Réel Réel X+ —s5inx
Réel — Réel — ,
a—tanx x— 14 tan‘x
E+Ic:¢,.’c€z} E+kn,k€z}
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Méme si toutes ces définitions figurent sur un falaire, il est trés utile de connaitre par coeudiasées e
les opérations usuelles sur les fonctions dérigaloier vous les utiliserez fréquemment dans lesciees de
maths. Ainsi, vous gagnerez beaucoup de temps ! W,

__.F'}

Le tableau suivant présente les opérations classisur les fonctions dérivables ; les fonctionsg sont
dérivables sur |

Conditions Fonctions Fonctions dérivées
f+ag f+g)'=§Ff+g
K est un réel non nul kf (kf)' = kf
fg fg) =gf +fg'
Pour tout x de | tel 1 (1)“ __r
que f(x)}# 0 f Fi f
Pour tout x de | tel f ({)’ _gf - fg
que g(xX} 0 g g g
a est un réel non nul x v flax+ b) x—af'(ax+b)
etbunréel

V- Nombre dérivé a gauche et a droite
Soit une fonction f définie en M d’abscissglun intervalle |
f est dérivable a gauche egskle taux d’accroissement de f egja@met une limite Aa gaucheen .

A,est le nombre dérivé a gauche de f gmdxest le coefficient directeur d’'une demie-tangenta &
courbe C représentative de f en M.

f est dérivable a droite e si le taux d’accroissement de f egpemet une limite Aa droiteen %.

A;est le nombre dérivé a droite de f gn, est le coefficient directeur d’'une demie-tangenta & courbe
C représentative de f en M.

VI- Composition

f est une fonction définie siir g est une fonction définie sdir, pour x € 1, f(x) € ]
gofix) = g [flx)]

i 3
x=>flx)=y=>gly)=plfix)l =gof==z

Rg: feg #gof
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VII- Dérivée d’'une fonction composée
Théoréme : : \’1

Soit la fonctionk définie par hix) = foglx), si g est dérivable emet f dérivable en v = g alors h est
dérivable ent eth‘{u) = flo g (u) = g'lu)

Retenir:{fog) = (flog)xg

VIII- Des fonctions dérivées a retenir

. Ensemble de Ensemble de Fonctions
Fonctions , .
définition dérivabilité dérivées
; . . ” 1
xeinx Réel positif non nul Réel positif non nul X 2
X expx Réel Réel X expx
x = x% (@ € réel) Réel positif non nul | Réel positif non nul x+ ax®t
x = @® (a>0) Réel Réel x =+ (ina)e®

Soient u et v deux fonctions dérivables sur unrvatide .

Fonctions Conditions Fonction dérivée
vou (v'ou) xu
n est un entier relatif etulx) = 0 _
un nut ey
pour n <0
u\'
U wlx) =0 —
Vu e
ui
Inu ulx) =10 =
u
et u'et
ue wix) = 0 et @ est un réel non nui gt L
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IX- Limite infinie du taux d’accroissement

Silimy g w = +oo (ou— o), la fonction f n'admet pas de nombre dérivé en a. B

La courbe représentative de f admet au point diafs@, une tangente paralléle a I'axe des ordsnnée

X- Dérivées successives
f est dérivable sur= f admet une fonction dérivée, définie gur

A . d . . - A .
fiinotation maethématigue,) ou d—f (netation physigue et parfois mathématigue)
o

il

doe?

Si f* est aussi dérivable sfi» f* admet une fonction dérivée, définie $urf™ mu

£ 9, £ sont lesdérivées successivee f

XI- Théoreme des inégalités des accroissements fini
Pour tout x de | et quel que soient a et b telsague
Sim = fix)=Malors mlh—a)= flb)— fla)=M(b—a)

Si |fiix) =M alors |flb)— filaed] = M(bh—a)

XlI- Exemple d’application

Soit la fonctionf{x) = {x%+ 8x —3)¢; A a pour abscisse 1

» Montrer quef est dérivable en A

» Donner I'équation de la tangente en A
* Calculer la fonction dérivée f' de f

Solutions :

Fll+mR)— FI1 I+ +81+R) —37—62 (64 10”+A%IZ2— 67
R - A - R o
=120 4 1128 + 20R% + &1

t{h) =

lim tCh) = 120
hl_rg&(]'

Donc, f est dérivable en 1 et 120 est son nombre dérivé.
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y=flalyx—al+ fle)douy = 120{x — 1)+ 36 = 120x — B4

fiix) = Iig o h (x}]r =h'x(gohlonhix)=x?+8x—3Jet glx) = x°
Rilxl= 2x+ 8, g'(x) = 2x

Dol fix)=(2x +8)=x 2(x"+ 8x —3) = x+2Nx7+8x— )

Conclusion

Cette fiche récapitule beaucoup de formules detimme dérivées qu'il est vivement coneillé de cdtrea
par cceur. Ce chapitre sur les dérivations estirmoaelui sur les limites, fondamental, pour réalise
étude de fonctions.
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